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Matematica — Questao 01

Seja z um numero complexo de mddulo unitario que satisfaz a condicdo z>"+-1, em que n é um
nUmero inteiro positivo.

n
DEMONSTRE que — % é um ndmero real.
1+2z°"

Resolugao:

Z=Ccos0+isenb=cis0=z"=cis(bn) e z" = cis(-6n)

Dividindo numerador e denominador por z" # 0, temos

z
Zn _ zn
14220 1+£=z*”+zn=
z z"
1 1

= cos(—n6) +isen(- n6)+ cos(ne) + isen(nd) - 2cos(ne) = "



Matematica — Questao 02

DETERMINE todos os valores reais de x que satisfazem a equagao:
llog(12x3-19x%+8x) | =log(12x3-19x%+8x)
onde log (y) e |y| representam, respectivamente, o logaritmo na base 10 e o mddulo de .

Resolugao:
Condigdo de existéncia
12x3 - 19x> + 8x > 0

‘Iog (12X -19x* + 8xj =log(12x® - 19x* + 9x) = log (12x> ~19x* + 8x)> 0

12x* —19x* + 8x > 1(ja satisfeita a condicdo de existéncia do logaritmo).
12x? -19x* +8x-1>0

Notemos que 1 é raiz do polindmio P(x)= 12x3 - 19x? + 8x - 1. Ao dividirmos P(x) por x — 1, encontramos
12x2 — 7x +1 que tem raizes 1/3 e 1/4.

Estudando o sinal de P(x):

Do exposto:
S={xelR/1/4<x=<1/3oux=1}



Matematica — Questao 03

Dada uma circunferéncia de raio R, inscreve-se nela um quadrado. A seguir, inscreve-se uma
circunferéncia neste quadrado. Este processo se repete indefinidamente para o interior da figura
de maneira que cada quadrado estara sempre inscrito em uma circunferéncia e simultaneamente
circunscrito por outra. CALCULE, em funcdo de R, a soma das areas delimitadas pelos lados dos
quadrados e pelas circunferéncias que os circunscrevem, conforme mostra a figura.

Temos o somatério das areas de varias figuras semelhantes, notemos que essas areas formam uma
P.G. de primeiro termo.

pd
Il

Area do 19 circulo - Area do 1° quadrado
2
, = mR? - (R\/E)
R2 (n - 2).
Encontremos, entdo, razdo dessa P.G. R 1
A razdo de semelhanga entre uma figura e sua antecessora é m = T , € dai a razdo para areas,

> >
|| |

2
1Y 1
ou seja, da P.G. é [_j ==
2) 2
. Al

Assim sendo, teremosasomaS =A + A, + A, + ... = 1

1-=

2

S = 2A,
S = 2R(n-2).



Matematica — Questao 04

RESOLVA a equacdo tg a + tg(2a) = 2 tg(3a), sabendo-se que a € [0, n/2).

RESOLUGAO:

tga + tg(2a) = 2 .tg(3a),a € [0,n/2) =

tg 3a - tga = tg 2a -tg 3a

Cosp.cosq

Lembrando que tgp +tgq = sen(p * q) e cos a # 0 vem:

sen2a -sena

= =>sen 2a.cos2a=-sena.cosa=
cos3a-cosa cos2a-cos3a

2.sen a .cos a.cos 2a = -sen a.cos a = sem a.(2.cos2a + 1) =0

cos2a =-1/2 = a=mn/3

sena=0 = a=0

o3



Matematica — Questao 05

Sobre uma reta r sdo marcados os pontos A, B, C e D. Sdo construidos os tridngulos equildteros ABE,
BCF e CDG, de forma que os pontos E e G encontram-se do mesmo lado da reta r, enquanto que o
ponto F encontra-se do lado oposto, conforme mostra a figura. CALCULE a area do tridngulo formado
pelos baricentros de ABE, BCF e CDG, em funcdao dos comprimentos dos segmentos AB, BC e CD.

E

Resolugao:

Solugao 1:
Sem perda de generalidade, tomemos o ponto A como origem do plano cartesiano, conforme a figura
seguinte.

A
X

<Yy

F
Facamos AB = a, BC = b, CD = c e P, Q e R os baricentros dos tridngulos ABE, BCF e CDG,
respectivamente, logo

P[i lﬁ],Q[a.{_E,_l@] e R[a+b+%'%2j

2'3 2 2" 3 2 2

a a\/g 1
2 6
D 2a+b _@ 1
2 6
2a+2b+c c\/g 1
2 6

_aby3  a3a+2b+c) cf3(2a+b) by3Ra+2b+c) af3(a+b) aci3
12 12 12 12 12 12

D =



D=€(2ab+2ac+2bc+2b2)=§(ab+ac+bc+b2)
SpQr =%|D| =§(ab+ac+bc+b2) = g[a(b+c)+b(b+c)] = g(b+c).(a+b)

5

Spor = % (BC+CD).(AB+BC).

Solugao 2:

Facamos AB = a, BC = b, CD = c e P, Q e R os baricentros dos tridngulos ABE, BCF e CDG,
respectivamente.

Notemos que PB é 2/3 da altura # do tridngulo ABE, ou seja, PB = %.
Analogamente QB = QC = % eCR = %

Notemos ainda que os angulos QCB e QBC medem 30° cada e, portanto, o dngulo

BQC mede 1200°.
l{bﬁ . a@}[bﬁ . c\@} V3

21 3 3 3 3 /2

SpoR = %QP.QR.senlzoo -

5 3

G =§(ab+ac+bc+b2) - %[a(b+c)+b(b+c)] - l—z(b+c).(a+b)

Spor = g (BC+CD).(AB+BC).



Matematica — Questao 06

Considere um hexagono regular de 6 cm de lado. DETERMINE o valor maximo da area de um triangulo
XYZ, sabendo-se que

A) os pontos X,Y e Z estdo situados sobre lados do hexagono

B) a reta que une os pontos X e Y é paralela a um dos lados do hexagono.

Resolugao:

Na figura adiante tomemos o lado XY paralelo as retas r e s e mais proximo de r.

B Z A S
hooo|
C F | 2.6Y3 —6V3

a 6 a :/ i 2
X 0 . Y 7t T
600 609, i i
6V3 - h!

D 6 E ' r

Para um tridangulo XYZ de area maxima o vértice Z deve estar sobre o lado AB do hexagono (maior
altura). Tomemos h como a medida da altura relativa a base XY do tridngulo XYZ e S sua area. No
trapézio isdsceles XDEY.

XY =6+ 2a e tg 600 = 6‘/3_h,logo

XY—6+2.6‘/§_h 18- 2 h.

V3 V3
Do exposto vem
s=21 xv.h= l.[18-ihj h
2 3
S=-_Lh2ion.

3

Sma’xima= - = =
4a
4.[_1]



Matematica — Questao 07

Sejam A e B dois subconjuntos de IN. Por definicao, uma fungdo f: A»B é crescente se a, > a, = f(a,) = f(a,), para
quaisquer a, e a, € A.

A) Para A = {1, 2} e B = {1, 2, 3, 4}, quantas fungles de A para B sdo crescentes?

B) Para A = {1, 2, 3} e B =1, 2, ..., n}, quantas funcdes de A para B sdo crescentes, em que n é um ndmero
inteiro maior que zero?

Resolucao:

De acordo com a definicdo de fungdo crescente, notemos que uma vez escolhidos os elementos do contradominio
B (distintos ou ndo) que servirdo de imagem, a funcdo de A em B € Unica. Logo o nimero de fungdes é dado pela
combinagdo com repeticdo dos 4 elementos de B tomados 2 a 2 no item A; ja no item B basta fazermos uma
combinagdo com repeticdo dos n elementos tomados 3 a 3.

A) CR,, = C =C,, =10

4+2-1,2 5,2

B)CR,,=C,,,,,=C,,, =0*2)0+Hn

n+3-1,3 ~ “~n+2,3 6



Matematica — Questao 08

Seja uma piramide regular de vértice V e base quadrangular ABCD. O lado da base da piramide mede
L e a aresta lateral Av2 Corta-se a essa piramide por um plano que contém o vértice A, é paralelo a
reta BD, e contém o ponto médio da aresta VC. CALCULE a area da secao determinada pela intersecao
do plano com a piramide.

Resolugao:

Na pirédmide da figura, notemos que os triangulos VAC e VDB sdo equilateros de lados medindo W2
e que o ponto O é o baricentro dos dois, logo

VR - AM — wzz-ﬁ _ x\Z@

Os triangulos VQP e VDB sdo semelhantes e a razdo de semelhanga é de 2/3, dai

2 2
PQ=2BD =22
Q=3 = 2

Como as diagonais do quadrilatero APMQ sdo perpendiculares, visto que por simetria
AQ = AP e MP = MQ, sua area S sera dada pelo semiproduto das diagonais, ou seja,




Matematica — Questao 09

DEMONSTRE que %/20 +14 -2 + %/20 —14 .42 é um numero inteiro multiplo de quatro.

RESOLUGAO:

Fagamosx/320+14~x/§:A, J20-14.-2 =B e A+B=x:
x3 = (A+B)? = A3 + 3A’B + 3AB? + B3
x> = A’ + 3AB(A+B) + B?

x3 =20 +1442 + 3#(20 + 14&) (20 - 14\5)- X +20-142

x3 =40+ 33400 -392 - x
x> -6x-40=0

Notemos que 43 - 6.4 - 40 = 0, logo 4 ¢é raiz da equagao.

Dividindo o polinbmio x* — 6x - 40 por x — 4, temos:

4l1 0 -40
| 1 4 10 0 —» resto
X2 + 4x +10 = 0, equacao que tem discriminante A= 42 - 4.1.10 = -26 < 0, dai duas raizes nao
reais.

Do exposto o Unico valor real para x é 4, ou seja , 3/20 +14 .42 + 3/20 ~14.42 = 4; portanto, inteiro
e multiplo de 4.

c.q.d.



Matematica — Questao 10

Considere uma matriz A, n x n, de coeficientes reais, e k um namero real diferente de 1. Sabendo-se
que A3 = k A, PROVE que a matriz A+I é invertivel, onde I é a matriz identidade n x n.

RESOLUCAO:

Facamos o produto.

(A+I1).(aA? + bA + cI) = aA3 + bA? + cA + aA? + bA + cI
= akA + bA? + cA + aA%? + bA + cl

= (a+b)A? + (ak+b+c)A + cI

tomemos a+b = ak+b+c=0ec = 1, ou seja,

L,b:—L e c=1
1-k 1-k

notemos que

(A+I)(—1 AZ——1 A+I):
1-k 1-k

(—l—AZ——l—A+Jj(A+I)=I
1-k 1-k

1 AZ—LA+I é ainversade A + 1.

e portanto ——
P 1k 1.k



