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Matematica — Questao 01

CALCULE o numero natural n que torna o determinante a seguir igual a 5.

1 -1 0 0
0 1 -1 0
0 0 1 -1

log, (n-1) log,(n+1) log,(n-1) log,(n-1)

RESOLUGAO:
1 -1 0 0
0 1 -1 0
0 0 1 -1

log, (n-1) log, (n+1) log, (n-1) log, (n-1

Por Chio, tem-se

1 -1 0
0 1 -1 =5
log, (n+1)+log, (n—1)log, (n-1)log, (n-1)

log, (n—1)+log, (n+1)+log, (n-1)+log, (n-1)=5
log, [(n -1y - (n+ 1)} =5
(n—1)3-(n+1):25

Como n é natural, pelo Teorema Fundamental da Aritmética devemos tern -1 e n + 1 poténcias de 2,

logoln =3].



Matematica — Questao 02

Considere o polindmio P(x) = x3 + ax + b de coeficientes reais, com b # 0. Sabendo que suas raizes
sdo reais, DEMONSTRE que a < 0.

RESOLUCAO:

Sejam f e g fungdes reais de variavel real tais que f(x) = x> e g(x) = —ax - b.
i) Notemos que f é crescente.
ii) Sea = 0, entdo — a <0 e g é ndo crescente.

De i e ii vem que para valores de a ndo negativos teremos f(x) = g(x) uma unica vez para X real, ou
seja, a equacgdo algébrica

x3=-ax-b
x3+ax+b=0

tera uma Unica raiz real. Sabendo que P tem mais de uma raiz real, pois o enunciado tratou “suas
raizes” no plural, concluimos que a deve ser negativo.



Matematica — Questao 03

Considere uma piramide regular de altura h, cuja base € um hexagono ABCDEF de lado a. Um plano
perpendicular a base e contendo os pontos médios das arestas AB e BC divide a piramide em dois
poliedros. CALCULE o razao entre os volumes destes dois poliedros.

RESOLUCAO:

MP =PN _—f

Da semelhanca entre os triangulos VBO e QBP, tem-se

a
PQ_BP _PQ_2_ o N
VO BO h a 4

Sendo V, o volume do tetraedro BNMQ, V o da piramide original e V, o do sélido com vértices nos
pontos M, N, C, D, E, F, A, Q eV, temos:
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Matematica — Questao 04

CALCULE sen(x + y) em funcao de a e b, sabendo que o produto ab # 0, quesen x +seny =ae
que cos X + cosy = b.

RESOLUCAO:

Transformando as somas em produto, temos:

sen(x)+sen(y)= ZsenX;y .cosX£y =a (I)

+y X -y
) - b (I
5 cos 5 b (II)

Dividindo (I) por, (II) temos:

cos(x)+cos(y)=2cos X

X+y a

t =— e dai;
92 b
2tg§
lembrando que senx=— 2, temos:
1+tg? X
2
sen(x+y)= % = ZE __2ab
) a¥ a’*+b? a’+b?
&) e
sen (x+y):ﬂ
a’ +b?




Matematica — Questao 05

Seja uma funcdo f : R — {0} - R, em que R representa o conjunto dos numeros reais, tal que
f(a / b) = f(a) - f(b) para a e b pertencentes ao dominio de f.

DEMONSTRE que f é uma fungdo par.
RESOLUCAO:

Da definicdo decorre que:

f(gj ~f(a)-f(b)

Adicionando as duas equacoes:

2-f[§)=f(a)—f(b)+f(—a)—f(—b) 1)

. a
Analogamente para a razdo Y temos:

f(‘—;‘j - f(~a) - f(b)

f(_—abj - f(a) - f(-b)

Zf(fj —f(a)-f(b)+f(-a)-f(-b) (II)
Del e II vem que:

f(gj = f(?j, para todo g no dominio da funcao, logo f é par.



Matematica — Questao 06

Sendo a, b e ¢ nUmeros naturais em progressdo aritmética e z um nimero complexo de modulo
unitario, DETERMINE um valor para cada um dos numeros a, b, c e z de forma que eles satisfacam
a igualdade:

RESOLUCAO:

1
Tomando w = =, temos:
z

9
W2+ WP+ we :[%) e |w|:1

Como (a, b, c) € uma P.A., tem-se
wa+watr+wa+2r =w-9 em que r é a razdao da P.A.

1+wr+w? = woe

Fazendo w?" = -1 e w" = w*? e lembrando que r é inteiro podemos tomar w = ier = 1 para a primeira
equacdo e observando a segunda temos it = i®? = -9 -a =4k + 1 = a = - 10 - 4k, tomando
k=-3tem-sea = 2.

Finalmente, uma solugao poderia ser:

a:2,b:3,c:4ez:$:—i
i



Matematica — Questao 07

Considere a parabola P de equagdo y = ax?, com a > 0 e um ponto A de coordenadas (x,, y,) satisfazendo
ay, < ax,2. Seja S a area do triangulo ATT, em que T e T’ sdo os pontos de contato das tangentes a
P passando por A.

A) CALCULE o valor da area S em fungdo de a, x; e y,.
B) CALCULE a equacdo do lugar geométrico do ponto A, admitindo que a area S seja constante.
C) IDENTIFIQUE a clnica representada pela equagdo obtida no item anterior.

RESOLUCAO:

A) Fazendo a intersecao entre a

reta tangente e a parabola temos: y=ax A
2 y t: y-y,=m(x-x,)
y = ax
Y-Yo =m(X-X,)
T
ax’ —mx+mx, -y, =0 L >
X
A (XoY0)
A=0
m* -4.a-(mx, -Y,)=0 t
m’-4.a-Xx,-m+4-a-y,=0

| daxg J16a>x2 - 16ay,
2

m = 2ax, + 2,/a’x; —ay, (umvalorpara T eoutroparaT")

voltando em I e fazendo a’x; —ay, =k tem-se

Substituindo esse valor na solugao da equagao I (x = m/2a), para encontrar as coordenadas de

Jalx2 —a
T e T e, denotando K = OTY‘) t

€mos:

X =X, tk = y=a(x, k) e portanto
T (%, +k,a(x, +k)2) e T'(x0 -k, a(x, —k)z)

Xo Yo 1
S:% X, +k a(x, +k) 1
X, —K a(X0 —k)2 1

S= ‘k (x5 — o )+ ak3‘

Substituindo o valor de K, temos:

_ Jaxg =, (axs - v,) . vaxg =, (axs - v,)
Ja Ja-a

3/2

2<aX§ - YO)
N




B) Sendo S constante, temos:

3
2 4-(axt -y [as?

C) A equagdo apresentada no item anterior é a de uma parabola nas variaveis x, e y,, que € igual a

2
parabola original P translada de 3 /% ascendentemente ao longo do eixo .



Matematica — Questao 08

DEMONSTRE que o nimero 111...1222...25 é um quadrado perfeito.
R e

n-1vezes nvezes

RESOLUCAO:

x=111...1222...25=111...1+111...1+ 3 (I)

n-1 n +1

999..9=10" -1 =111,.1 =10 ~1 1)
T w9

m

De (I) e (II)

2n n+1
10 —1+10 —1+3:

9 9 9 3

10" +10™ +25 10*"+2.5-10" +52 £1on +5]2
F L3

i) 10 deixa resto 1 quando dividido por 3, logo 10" também deixa resto 1 quando divido por 3.
ii) 5 deixa resto 2 quando dividido por 3.

De(I)e(Il)vem:
10" +5

10" +5 é divisivel por 3, ou seja, eN.

10" +5

2
Do exposto vem que ( ] = X € um quadrado perfeito.



Matematica — Questao 09

Ao final de um campeonato de futebol, somaram-se as pontuagdes das equipes, obtendo-se um total
de 35 pontos. Cada equipe jogou com todos os outros adversarios apenas uma vez. DETERMINE
guantos empates houve no campeonato, sabendo que cada vitoria valia 3 pontos, cada empate valia
1 ponto e que derrotas ndao pontuavam.

RESOLUGAO 01:

Sendo V a quantidade de jogos que terminaram com um vencedor, E a quantidade de jogos que
terminaram empatados e n o niUmero de times participantes do torneio, temos:
3V +2E=35

V+E=C,, =% (n2— D)

3V +2E =35
2V+2E=n(n-1)

O que nos da :
3n(n-1)-70
V=35-n(n-1)e E=%
Lembrando que n, V e E sdo inteiros ndo negativos vem:
n=6,V=5ekE =10.

RESOLUGAO 02:

Sendo n o numero inteiro de times participantes, temos:

Inequacdo que nos da como Unica resposta inteira n = 6.

Chamando de V e E as quantidades de jogos que terminaram com um vencedor e empatadas
respectivamente, temos:

{3V+2E:35
V+E=C,, =15 ~ E=10



Matematica — Questao 10

Um quadrilatero convexo ABCD esta inscrito em um circulo de diametro d.
Sabe-se que AB=BC=a, AD=d e CD =b, com a, b e d diferentes de zero.

a) DEMONSTRE que d? = bd + 2a2.
b) Se a, b e d sdo nimeros inteiros e a é diferente de b, MOSTRE que d ndo pode ser primo.

RESOLUCAO:
a) No triangulo ABD (que é retangulo em B) temos:

x’=d*-a’e cosa:g(i)

No triangulo BCD:

x? = a?+ b? - 2.a.b.cos(180° - a )
x? = a’ + b? + 2.a.b.cosa (ii)

De i e ii tem-se
d?2-a2=a?+ b%+ 2.a.b.g

2
b2+2%b+2a2—d2 0

que é uma equacado de 2° grau em b, logo:

2
-2a° | \/[Z’ﬂzj —41. (2 - ) 2a% \/4a4—8a2d2+4d4
_ d _d - d’
b= =b-= =
2 2
> Al -a) > 2(d? - &

22\ (: ) -2a° | (@ -2)

b__d d ~p._d d
2 2

Como b > 0 tem-se:

2 2 2
a d°-a
b=-——+

d d
< d*> =2a% +bd

< bd=-a>+d*-a?

c.q.d.
b) Do item anterior, temos:

d2= db + 2a>
d.(d - b) = 2a2

Por absurdo, vamos supor d primo.

i)d=2=b=1ea=1, que é um absurdo pois a # b.

ii) se d é primo maior do que 2, pelo Teorema Fundamental da Aritmética d é entdo fator primo de
a, e portanto menor que ou igual a a, o que também é um absurdo, pois d é hipotenusa e a cateto
no AABD.

De i e ii tem-se que d ndo é primo.



