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Matematica — (Questao 01

Dada a fungéo f (x) - (156" +156™) DEMONSTRE que f(x +y)+f(x —y)=2f(x)(y).
2 I

RESOLUCAO

156" +156%Y 156%Y + 1567 %"
f(x+y)+f(x—y)= 5 + 5 =
156~ (156y —156’Y)+ 1567 (156y + 156’V)
- 2
156* +156* 156Y +1567
2 ' 2

=2f (x)f (y)




Matematica — Questao 02

O sistema de seguranca de uma casa utiliza um teclado numérico, conforme ilustrado na figura. Um
ladrdao observa de longe e percebe que

. a senha utilizada possui quatro digitos;
. 0 primeiro e o ultimo digito encontram-se numa mesma linha;
. 0 segundo e o terceiro digito encontram-se na linha imediatamente superior.

1 2 3

4 5 6

7 8 9
0

CALCULE o numero de senhas que deverao ser experimentadas pelo ladrdo para que, com certeza,
ele consiga entrar na casa.

RESOLUCAO

Decorre do exposto que o primeiro e ultimo digitos ndo podem estar na primeira linha. Assim nos
restam trés possibilidades para a localizacdo desses dois digitos:

23 Linha: 3.1.1.1:81
10720730 40

32 Linha: 81 (analogo a 22 linha)

43 Linha: liii:9
102030 40

O que nos da o numero total de senhas distintas como resultado de

81+81+9 =171



Matematica — Questao 03

Sejam a, b, c e d nimeros reais positivos e diferentes de 1. Sabendo que log_d, log,d e logcd sdo
termos consecutivos de uma progressdo aritmética, DEMONSTRE que

C2=(ac)|ogad

RESOLUCAO
Como log_d ,log,d e lo gd estdo em P.A.:
2log,d = log.d + log.d
2log,d log,d N log, d

Tog,b log,a log,c (log, d =0)
2
09, =1 +log.a
2 =log_c +log_a
log, b ‘ ‘
2 =log_ac
log, b ‘
2 1
log,b ~log,. c

log,. ¢* =log, b
CZ — (ac)loga b

No entanto, foi pedido para demonstrar que c?=(ac)'°%.

Acreditamos que a igualdade a ser demonstrada era originalmente a que demonstramos, mas que foi
alterada por erro no processo de edicao da prova.

E possivel que esta questdo venha a ser anulada.



Matematica — Questao 04

Determine o valor das raizes comuns das equagoes x* —2x3 —11x? +18x+18=0 e
x*—=12x3-44x2-32x-52=0

RESOLUCAO:

Como os coeficientes do polindmio P(x) = x*—2x3—11x2 +18x +18 sdo inteiros, suas possiveis raizes
racionais sao:
+1,42,+3,+6,+9 e + 18.

Por inspecao identificamos £3 como raizes.

E dividindo P(x) por (x+3) e (x-3) temos:

-3 -1 -2 -11 18 18
3 1 -5 4 6 0
1 -2 -2 0

Logo, P(x) = (x+3)(x-3)(x? —2x —2) e fazendo x, —2x—2=0 encontramos suas outras raizes: 1 £ V3

Por verificagdo vemos que £3 ndo sdo raizes de Q(x) = x*—12x3— 44x2 —32x —52 e como os coeficientes
de Q(x) sdo racionais temos que se um dos valores 1+ V3 for raiz de Q(x), o outro também serd e

Q(x) serda multiplo de x? —2x-2.

Verificando:
x4 —12x3 —42x% —-32x -52 [x2 -2x -2
—X* +2x3 +2x2 x2 —10x —-62

—10x3 —42x%2 -32x -52
+10x3 —20x2% -20x

—62x2% -52x -52
+62x2 —124x —-124
-176x -176

Como o resto ndo € nulo concluimos que 1=+ V3 ndo sdo raizes de Q(x). Portanto, os polindbmios ndo
possuem raizes comuns.



Matematica — Questao 05

Resolva a equacao 2senlix + cos3x + J3sen3x =0

RESOLUCAO:

2sen 11x + cos 3x ++/3sen 3x=0

2sen 11x+2{%c053x+§sen 3Xj =0

T T
sen 11x+sen€~cos3x+cos€-sen3x: 0

sen 11x+sen[3x+%)=0

sen(3x + %) = sen(—l 1x)

3x+%=—11x+2kn ou 3x+ & = w4+ 11x + 2kn
-1 k= -5n  kn
84 7 48 4
S= XERX=j+@OUX=;5n—kj,k€Z
84 7 48 4




Matematica — Questao 06

Considere um triangulo ABC de area S. Marca-se o ponto p sobre o lado AC tal que PA/PC=qg e o
ponto g sobre o lado BC de maneira que QB/QC=r. As cevianas AQ e BP encontram-se em T, conforme
ilustrado na figura. DETERMINE a area do triangulo.

RESOLUCAO:
12 SOLUCAO:
A 9 _.AC
Y+1
P
1 Ac
T q+1
B Q C
PA _ QB _

=r
PC g QC
Aplicando o teorema de Menelaus ao ABPC, segundo a reta AQ, temos:

r.q+1.TP_1 P q ™ q

q TB ~ TB (q+l)y BP (q+i)r+q

€ a raz@o entre as
alturas também,
pelo Teorema de Tales

Como a base AC do A ficou multiplicada por % e a altura relativa a base AC foi

multiplicada por 9 3 4rea do AATP sera:
(@+1)r+q
g-g .9 q _ QS
g+l (@+1)r+q (q+1)[(g+1)r+q]
2 2
S' = -5 ‘=S g

_(q+1)2r+q(q+1): 3= (@+1)(@r+qg+r)




223 SOLUCAO:
A

Seja a a area do triangulo ATP, b a area do tridangulo BTQ, ¢ a area do triangulo PTC e d a area do
triangulo TQC.

Como os triangulos ATP e PTC possuem alturas idénticas em relagdo aos lados contidos em AC,
temos:

a PA
= =

c PC

a
c==

S| T

Por raciocinio analogo provamos que |d

~—=. S AC s AP + PC
AC. == = = —

Apge PC  b+c+d PC
L:q+1:>3+b[1+1J: > ()
br 2,8 q r q+1

Como os triangulos ABC e AQC tém alturas idénticas com relacdo aos lados contidos
em BC:

S _BC_ s _BQ:Qc
Aje QC a+c+d QC

S
r+1

=r+1:>a(1+l]+9=
q) r

(it)

s
a
a+ -
q

-1
Multiplicando (i) por {1+éj e (ii) -r e somando-as temos:

a f a+t s /S

q r+1 q Tq+lr+1l r+d

Q

(q+1)-a(g+1)(@+1)(r+1)=Sq-Sq(q+1)
(@+1)(-ar-a-r)=S(-a")

Q

2

g
a=S
(g+1)(@r+q+r)




Matematica — Questao 07

Considere uma elipse de focos F e F,, e M um ponto qualquer dessa curva. Traca-se por m duas
secantes MF e MF’, que interceptam a elipse em P e P/, respectivamente. DEMONSTRE que a soma
(MF/FP)+(MF'/F'P") é constante.

Sugestao: calcule inicialmente a soma (1/MF)+(1/FP).
RESOLUGAO:

Considere a figura:

o

Onde: MF=n, FP=n’, MF'=m e F'P’=m’.,
Sdo conhecidas as seguintes relagdes:

m=a-e(c+x)
m'=a-e(c+y)

em que, Xx=mcosB e y=m’coso .

Substituindo em cada equagao e isolando m e m’, temos:

_a-eC em' - a-efC
1+coso 1-cosb

Dai,

1 1 2

_+_,:

m m a-ec

Analogamente,

1.1 2
a-ec

n n'

em que temos:

1 1 1 1 2m 2n m n 2(m+n)
m —+—|+n|=—+—=|= 1+ —+1+—-=
m n n a-ec a-ec m n a-ec
2 2
24 M N 4a2 LU 24a2 2= Qzﬂ(constante)
m' n ¢ m' n a-c n b
a a



Matematica — Questao 08

Sejam a, b e c as raizes do polindmio p(x)=x3+rx-t, em que r e t sdo nimeros reais e nao nulos.

A) DETERMINE o valor da expressao a3+b3+c® em funcdo dere t.
B) DEMONSTRE que S"!+ rSni- tS™2=0 para todo niumero natural n=> 2,

em que Sk=ak+bk+ck para qualquer nimero natural k.
RESOLUCAO:

a) p(x)=x3+rx-t
(i) a, b e c sdo raizes, logo satisfazem a equacdo p(x)=0
(i) pelas relacdes de Girard temosa + b +c=0

a+ra-t=0
b*+rbt=20 (+)
c+rc-t=0

a+bl+c+r(a+b+c)-3t=0

ad+b*+c+r0)-3t=0
a’+b*+c =3t

b)a+ra-t=0x(a"m?)
b*+rb-t=0x(b"?)
c+rc-t=0x(c?)

am™t+ramt -tam2 =0
br+t + rb™! - tb"™2 = 0 (+)
"+ et —tem? =0

v
N

S+l 4 rSl - tS"2= Q n



Matematica — Questao 09

CALCULE o determinante da matriz n x n em funcdo de b, em que b € um numero real tal que

b2+1,
b2+1 b 0 0 0 o |
b b2+1 b 0 0 0
0 b b%+1 b 0 0
0 0 b b%+1 0 0 > n linhas
0 0 0 0 b2+1 b
0 0 0 0 b b2+1 )
——
n colunas
RESOLUCAO:

Provemos por indugao finita que o determinante vale

Dh=1+b*+ b*+ ... + b®", n>1

(i)n=1: Di= b2 +1] = b*+1
2
n=20 D=t P o (b1 -b= 14074 b
b b*+1
(i) hipotese: Dki =1+ b® + b*+ ... + b2
Dk =1+b>+b*+..+b*
tese: Dk+1=1 + b?+ b* + ... + b?(k*+D)
b%+1 b 0 0 0 0
b b2+1 b 0 0 0
Dk = 0 b b2+1 2b 0 0
+1
; ; t-) v (.) (.) b (k+1) linhas
0 0 0 0 b2+1 b
0 0 0 0 b b?+1
~— __~
V

(K+1) colunas



Aplicando-se Laplace na 12 coluna, tem-se:

D.,, = (b*+1).D, + b.(-1)3.D¥, sendo

b 0 0 0 0 0
b b%+1 b 0 0 0

D 0 b b%+1 b 0 0

k"= 2
+1
0: 0: b: b : O: 0 + K linhas
0 0 0 0 b%+1 b
0 0 0 0 b b%+1
—_ A
K colunas

Aplicando-se Laplace na 12 linha.
DK’ =b. D,
D.,, = (b? + 1).DK - b2 D,

DK,, = (b2 + 1).(1+ b? + b* +..+ b%) - b%(1 + b2 + b* + ... + b2K-2)

D.,, = 1+ b? + b'+...+ b**? (conforme tese)

Assim, temos que:
D, =1+ b2+ b*+ ..+ b

Que é a soma de uma P.G. que pode ser calculada por

5 =q1(q”—1):> S _bm7o1
" qg-1 " b’-1




Matematica — Questao 10

Considere os pontos P e Q sobre faces adjacentes de um cubo. Uma formiga percorre, sobre a superficie
do cubo, a menor distancia entre P e Q, cruzando a aresta BC em M e a aresta CD em N, conforme
ilustrado na figura a seguir. E dado que os pontos P, Q, M e N sdo coplanares.

A) DEMONSTRE que MN é perpendicular a AC .

B) CALCULE a area da secao do cubo determinada pelo plano que contém P, Q e M em funcdo de
BC=aeBM=h.

/: P
f"// \ f"/
B "{;
7
.\1.
]
o
! b
RESOLUGAO:
a)
fig. 1
F G

Para que o caminho seja minimo, planificando o cubo, os pontos P, M, N e Q estardo alinhados.



fig. 2

N

Sendo, P, M, N e Q coplanares as retas PM e QN sdo concorrentes (ponto R).

Como PM c pl (BCFG) e QNcpl (DCGH),ent&o o ponto R € CG.
, RC

Da fig.1 (AMCR) tgo. = —
9.1 (AMCR) tgo = 2=

) CN
Da fig.2 (AMCN) tga. = —
a fig.2 ( ) tga o

= RC=CN= B =45 (fig.l)= a = 45°

Da figura 2, como o = B=45°,0 AMNC é iséscelese AC L MN.

b)
a- - G
Y&
b
B
A - D
Calculando a area da secao (hexagono) temos
(a-b)\/[2
M ~ - ~ N
300
b2 bJe b2
2 (a-b)\2
60° ole 2
S S el o7 600, W
V2 (a-b)/6
(a-b)\2 \2 > |302 (a-b)/2
T~ g —\

SW =a-/2



_ [(a-bW2 +ay2] b6 . (a2 +by2).(a-b) 6
swrv 2 T2 2 2

+ A

segao = ASWMN

NE]

segao = 2

(2ab + a? —2b?)




